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Lie groups carrying a left invariant symplectic form (symplectic groups) are
described in terms of semi-direct product of Lie groups or symplectic reduction and
principal fiber bundles with affine fiber. We give a generalization of Medina and
Revoy's symplectic double extension, which realizes a symplectic group as the
reduction of another symplectic group. We show that every group obtained by this
process carries an invariant Lagrangian foliation such that the affine structure
defined by the simplectic form over each leaf is complete.  1996 Academic Press, Inc.
Introduction. Re sume
Dans la suite pour abre ger et malgre l'abus de langage, nous dirons
qu'un groupe de Lie G est symplectique s'il est muni d'une forme symplecti-
que 0 invariante a gauche. Dans ce cas l'alge bre de Lie L(G)=g de G sera
appele e symplectique. Que G (ou g) soit symplectique signifie que g
posse de un 2-cocycle scalaire non de ge ne re . Les groupes abe liens de dimen-
sion paire et le groupe GA(Kn) des transformations affines de Kn ou K=R
ou C sont des exemples de groupes de Lie symplectiques.
Dans [M-R] est fournie une construction dite de double extension sym-
plectique permettant d'obtenir des alge bres de Lie symplectiques a partir
d'autres alge bres de Lie symplectiques. La double extension symplectique
fournit toutes les alge bres symplectiques nilpotentes (The ore me 2.5 de
[M-R]).
Soit (G, 0) un groupe de Lie symplectique. La forme symplectique 0 fait
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a gauche, de courbure et torsion nulles (voir par exemple [B]). Or tout
groupe de Lie affine (G, {) contient un sous-groupe connexe ferme dis-
tingue H qui est ou bien un groupe vectoriel ou bien un tore ([D-M]). Soit
F le sous-fibre de TG tangent aux orbites de l'action a gauche LH de H sur
G et F = son fibre orthogonal. Le fibre F = est inte grable et invariant a
gauche. Notons H= la feuille de F = passant par l'e le ment neutre = de G.
Si (G, 0) est simplement connexe, le the ore me 1.3 prouve qu'il existe H
groupe vectoriel comme ci-dessus tel que ou bien G est produit semi-direct
de H par H=, l'action de H = sur H se faisant par des isomorphismes sym-
plectiques, ou bien H/H=. Dans le dernier cas nous avons la suite canoni-
que exacte de groupes affines
[=] /wH /wi H = w? R=H=H w [=]
et la fibration principale canonique
H= /wi G w
p
GH= ( V )
ou H= est un groupe affine, la varie te quotient GH= est munie d'un
paralle lisme commutatif et i et p sont affines.
En outre, la fibration principale canonique
R=H=H/GH w
p
GH = ( V V )
de finit une structure de Poisson invariante a gauche sur GH dont le
groupe re duit H=H est la feuille passant par l'e le ment neutre.
La notion de double extension symplectique que nous proposons au
paragraphe 2 ge ne ralise celle de [M-R] et permet de construire les groupes
symplectiques pour lesquels ( V ) est une suite exacte de groupes affines et
dans ( V V ) l'homomorphisme p admet une section de groupes de Lie.
Le the ore me 2.10 prouve que si (G, 0) est obtenu par une suite de
doubles extensions symplectiques en partant du groupe trivial [=] alors
(G, 0) contient un sous-groupe lagrangien ferme L qui est un sous-groupe
affine complet de G obtenu par une suite d'extensions centrales a
partir de [=].
Le paragraphe 3 est consacre a des exemples de double extension sym-
plectique. En particulier, nous obtenons par ce proce de les groupes de Lie
symplectique qui contiennent un sous-groupe ferme distingue de codimen-
sion 1 qui est ou bien abe lien ou bien un groupe d'Heisenberg.
1. Structure des groupes de Lie symplectiques
1.1. Supposons (G, 0) symplectique et soit H un sous-groupe de Lie de
G. De signons par LH : H_G  G l'action canonique a gauche de H sur G.
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E videmment LH est symplectique. Soit F le feuilletage invariant a droite
de fini par LH et F le sous-fibre du fibre tangent TG, tangent aux orbites de
LH . Si H est distingue dans G la distribution F = orthogonale (symplecti-
que) a F est invariante a gauche et inte grable. Notons F= le feuilletage
associe a F =. La feuille note e H= de F= passant par l'e le ment neutre = est
le sous-groupe de Lie H0 & H= ou H0 est la composante connexe de l'unite
de H.
Si H est ferme dans G alors H0 & H= est ferme dans H = car H0 est ferme
dans G. De plus H0 & H= est distingue dans H =. Soit i l'injection de H =
dans G. Puisque la forme i*0 induite par 0 sur H= est de rang constant
et comme le feuilletage caracte ristique de cette forme n'est autre que celui
induit par F & F= sur H =, on peut affirmer que la projection canonique
?: H=  R=H =(H0 & H) est une re duction symplectique de (G, 0), c'est-
a -dire que ?*0R=i*0 ou 0R est la forme sur R de duite de i*0.
D'autre part 0 de finit une structure affine invariante a gauche sur G
associe e a la connexion line aire {, localement plate (c'est-a -dire de cour-
bure et torsion nulles) donne es par (voir par exemple [B]):
0({x++y+, z+)=&0( y+, [x+, z+]) (1)
pour x, y, z dans T=(G)=g ou x+ est le champ invariant a gauche associe
a x.
Que { ait une courbure et une torsion nulles signifie que le produit
xy=Lx( y)=Ry(x): =({x+ y+)(=) fait de g une alge bre (a associateur)
syme trique a gauche ([K], [V]) ve rifiant xy&yx=[x, y]. Le couple
(G, {) est appele un groupe de Lie affine.
Soit I l'alge bre de Lie de H. Puisque I est un ide al de g, l'identite
|(xy, i)= &|( y, [x, i])=0 pour x, y dans I= et i dans I, ou |=0= ,
montre que I= est une sous-alge bre syme trique a gauche de g. De plus,
l'e galite |(bx, i)&|(x, [b, i])=0 pour b # J: =I & I=, x # I= et i # I
prouve que J est un ide al bilate re de I=. En outre J est une alge bre a
produit syme trique a gauche nul car on a |(bx, a)=&|(x[b, a])=0
pour b, x dans J et a dans g. En particulier H0 & H= est un groupe com-
mutatif. Nous avons ainsi prouve ([D-M]):
1.2. Proposition. Soit (G, 0) un groupe de Lie symplectique. Si H est
un sous-groupe ferme et distingue de G alors R=H=(H0 & H=) est un
groupe symplectique re duit de (G, 0) et la suite canonique
[=] / H0 & H =/H = w
? R  [=]
est une suite exacte de groupes de Lie a structures affines invariantes
de duites de celle de (G, 0).
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Remarquer que si de plus H est connexe et L(H)/L(H=) alors la suite
de la proposition devient,
[=]/H/H= w? R=H=H  [=]. (2)
Que la structure affine soit comple te e quivaut a dire que les multiplica-
tions a droite Ry de l'alge bre syme trique a gauche g sont nilpotentes.
De terminer les groupes de Lie symplectiques e quivaut a de terminer les
alge bres de Lie symplectiques ou ce qui revient au me^me les groupes de Lie
symplectiques simplement connexes. Pour ces derniers nous avons le
the ore me de structure suivant:
1.3. The ore me. Soit (G, 0) un groupe de Lie symplectique simplement
connexe. Alors G contient un sous-groupe H non trivial connexe ferme et dis-
tingue , isomorphe a un groupe vectoriel tel que ou bien G est produit semi-
direct de H par H=, l 'action de H= sur H se faisant par des symplec-
tomorphismes, ou bien H/H= et dans ce cas on a la suite exacte de groupes
affines (2) et la fibration principale canonique,
H= /wi G w
p
GH= (3)
ou H= est affine, GH= est munie d'un paralle lisme commutatif et les
applications i et p sont affines.
De monstration. Puisque G posse de une structure affine invariante,
l'ide al de rive D(g)=[g, g] de g est distinct de g (voir [He]). Par conse -
quent G, me^me s'il n'est pas simplement connexe, contient un sous-groupe
connexe ferme distingue non trivial qui est un groupe vectoriel ou un tore
([Ho]). Soit H un sous-groupe de G comme ceux-ci et I=L(H) son
alge bre de Lie. De l'identite |([a, b], c)=0 pour a, b, c dans g ou 
de signe la somme cyclique il re sulte que J=I & I= est un ide al commutatif
de g. Par conse quent si H est minimal pour les proprie te s pre ce dantes on
a I & I==[0] ou I/I =. Puisque G est simplement connexe, l'action LH
est hamiltonienne et par suite H= est ferme dans G.
Montrons que la varie te GH= est munie d'un paralle lisme commutatif
et donc d'une structure affine si H/H=. Soit [x1 , ..., xp] une base de
L(H). Puisque H est distingue le feuilletage F= est de fini ou bien par les
formes invariantes a gauche sur G donne es par '$j : =i(x+j )0, ou bien par
les formes ferme es (donc exactes) sur G, 'j : =i(x&j )0, 1jp, ou i
de signe le produit inte rieur. E videmment les 'j sont basiques pour la fibra-
tion (3). Les formes ' j , 1jp, projete es des 'j par p de finissent un
paralle lisme local. Ce paralle lisme est global et commutatif car les ' j sont
exactes.
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Finalement supposons que H soit un tore et montrons que ceci ame ne a
une contradiction. Puisque H est compact, l'espace homoge ne GH est
re ductif au sens de Nomizu. Ceci implique que H est central dans G car H
est compact et distingue . Dans ce cas G contient un sous-groupe compact
central C de dimension 1. L'action LC : C_G  G e tant hamiltonienne, le
groupe de Lie C= de G est ferme dans G. De plus C= est distingue dans
G car L(C) est incluse dans le centre de g. Par conse quent, la suite de
groupes de Lie
[=]/C= /G  GC=  [=]
est scinde e, c'est-a -dire, le groupe G s'identifie a un groupe de Lie produit
semi-direct, G#C=_GC =. Or C= s'identifie, en tant que varie te , a la
varie te produit C_C=C. Par suite G est diffe omorphe a la varie te
C_C=C_GC = ce qui entrai^ne que G n'est pas simplement connexe. K
Les deux re sultats suivants, dont les preuves sont imme diates, comple -
tent cette premie re description des groupes de Lie symplectiques.
1.4. Corollaire. Soit (G, 0) un groupe de Lie symplectique simplement
connexe. Si H est un sous-groupe ferme distingue de G tel que H/H= alors
la fibration canonique
H=H/GH wp GH= (4)
de finit une structure de Poisson invariante a gauche sur GH dont H=H est
la feuille passant par l 'e le ment neutre et pour laquelle la surjection naturelle
dans la suite des groupes de Lie
H/G  GH (5)
est un morphisme de Poisson.
1.5. Lemme. Soit (G, 0) un groupe de Lie symplectique et H un
sous-groupe ferme et distingue de G tel que LH est hamiltonienne. Si J est
une application moment pour LH alors il existe une application de reve^tement
f: GH=  J(H) telle que f b p=J.
Ainsi sous les hypothe ses de 1.3 et si H/H= on aura les fibrations prin-
cipales (2) a (5) qui ve rifient les conditions ci-dessus. Si H est central on a:
1.6. Proposition. Si (G, 0) est un groupe de Lie simplement connexe et
si H est un sous-groupe central ferme de G ve rifiant H/H= alors les fibra-
tions (2) a (5) sont des suites de groupes affines dont (2) et (5) de crivent des
extensions centrales de groupes de Lie.
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De monstration. Si I=L(H) est central dans g, il re sulte de (1) que I et
I= sont des ide aux bilate res de l'alge bre syme trique a gauche g. K
Plus particulie rement on a:
1.7. Corollaire. Si (G, 0) et H ve rifient les hypothe ses de 1.6 et H est
de dimension 1 alors les suites (3) et (4) de crivent des produits semi-directs
de groupes de Lie.
Afin de construire des groupes de Lie symplectiques, [M-R] propose la
notion suivante qui de crit une premie re approximation de la situation
de peinte dans le the ore me 1.3.
1.8. De finition. Un groupe de Lie symplectique (G, 0) est appele
double extension symplectique d'un groupe de Lie symplectique (W, 0$) si
G contient un sous-groupe central ferme H de dimension 1 tel que le
groupe symplectique re duit H=H soit isomorphe a (W, 0$).
Cette notion de double extension sera dite classique dans ce qui suit:
1.9. Supposons (G, 0) double extension classique de (W, 0$). Soit H un
sous-groupe ferme central a un parame tre de G. Les suites (2) et (3) de cri-
vent respectivement une extension centrale et un produit semi-direct
de groupes de Lie et ces suites sont affines. De plus (2) et (3) sont forte-
ment interde pendantes. Pour le constater de signons par I=L(H) et
B=L(H=H) les alge bres de Lie de H et H=H respectivement. Nous
avons alors les suites exactes d'alge bres syme triques a gauche suivantes:
0  I=Ke/I =  I=I=B  0 (6)
0  I=/g  gI==Kd  0 (7)
ou B est une alge bre de Lie symplectique dont la forme |$ est de duite de
|=0= et I est a produit syme trique a gauche nul. La suite (6) est de finie
par la classe de cohomologie d'un 2-cocycle f # Z2S } G } (B, K) d'alge bre
syme trique a gauche au sens de Nijenhuis ([N]) et donc par la classe de
cohomologie d'une de rivation $ de l'alge bre de Lie B (voir [M-R]). Si
l'on identifie les espaces I= a IB et gI= a Kd, la de composition de la
formule,
[d, [a, b]]=[[d, a], b]+[a, [d, b]]
ou a et b sont dans B, suivant I=Ke et B fournit l'existence d'un z # B,
unique modulo [B, B]=, tel que l'on a pour tout a et b dans B:
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|$(z, [a, b])=|$((($+$*)$)(a), b)+|$(($+$*)(a), $(b)) (8)
[d, a]= &|$(z, a)e&$(a) (9)
ou $* est l'endomorphisme de l'espace B de fini par |$($*(a), b)=
|$(a, $(b)).
Ainsi $ et z de finissent un 2-cobord scalaire de l'alge bre de Lie B donne
par
|$(z, [ } , } ])=|$((($+$*)$+$*($+$*)) } , } ). (10)
Les formules (9) et (10) de terminent (6) et (7) au moyen du 2-cocycle
scalaire ;$ de l'alge bre de Lie B de fini par
;$(a, b): =|$(($+$*)(a), b). ( V V V )
Cependant si $ est une de rivation quelconque d'une alge bre de Lie sym-
plectique (B, |$), le membre droit de (10) de finit un 2-cocycle scalaire de
l'alge bre de Lie B et pas ne cessairement un 2-cobord. En outre on a:
1.10. Soit (B, |$) une alge bre de Lie symplectique z # B et $ une de riva-
tion de l'alge bre de Lie B. Conside rons l'alge bre de Lie extension centrale
I=: =Ke _;$ B ou ;$ est de fini par ( V V V ). Alors l'endomorphisme D de
l'espace I = de fini par D(e)=0, D(a)=&|$(z, a)&$(a) pour a # B n'est
pas en ge ne ral une de rivation de l'alge bre I =.
1.11. Soit (B, |$) une alge bre de Lie symplectique, V une alge bre
syme trique a gauche et V& l'alge bre de Lie sous-jacente a V (i.e.
[a, b]: =ab&ba). Conside rons une repre sentation d'alge bre de Lie
1: V&  Der(B) et soit # la repre sentation #=1* id+id1* ou 1* est
la repre sentation contragre diente de 1. Par de finition nous avons pour tout
: # B* 7 B* et a, b dans B l'identite suivante:
(#(x) } :)(a, b): =&:(1(x)a, b)&:(a, 1(x)b). (11)
Il est alors imme diat de constater que #(x) laisse stables les sous-espaces
Z2L(B, K) et B
2
L(B, K) des 2-cocycles (resp. des 2-cobords) scalaires de
l'alge bre de Lie B et ceci quel que soit x dans V&. Par conse quent 1 de ter-
mine une repre sentation canonique de V& dans l'espace de cohomologie
H2L(B, K). Remarquons aussi que (8) s'e crit comme:
&|$(z[a, b])=(|$, ($ id)($ id+id$)(a, b)
+(id$)($ id+id$)(a, b)).
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1.12. Revenons a la double extension symplectique de (B, |$) par
V=Kd ci-dessus. Ici V est une alge bre syme trique a gauche a produit nul
car I/N(g): =[a # g; La=Ra=0] (voir [M-R]) et 1 est la repre sentation
T(s)=s$ ou s appartient a V& qui s'identifie a K et # est donne e par
(#(s) } :)(a, b)=&:(s$(a), b)&:(a, s$(b))
=&s[:($(a), b)+:(a, $(b))].
En particulier on aura pour a, b dans B et s dans K:
(#(s) } |$)(a, b)=&s[|$($(a), b)+|$(a, $(b))].
De plus pour que D soit une de rivation de l'alge bre de Lie Ke _;$ B il
faut et il suffit que l'expression
:$( } , } ): =|$((($+$*)$+$*($+$*)) } , } ) (12)
soit un 2-cobord scalaire de l'alge bre de Lie B. Nous obtenons ainsi le
re sultat suivant qui pre cise le the ore me 2.3 de [M-R]:
1.13. The ore me. Soit (B, |$) une alge bre de Lie symplectique et $ une
de rivation de B telle que :$ soit un 2-cobord scalaire de l 'alge bre de Lie B.
Si z # B ve rifie :$=|$(z, [ } , } ]) alors l 'alge bre de Lie g=
(Ke _;$ B)_Kd, double extension symplectique classique de (B, |$) par
K suivant ($, z) est munie d 'une structure symplectique | qui e tend |$ et
pour laquelle VectK (e, d ) est un plan symplectique orthogonal a B avec
|(e, d)=1.
2. Une ge ne ralisation de la notion de double extension
symplectique d'un groupe de Lie symplectique
2.12. De 1.11 et 1.12 il re sulte que la condition ne cessaire pour pouvoir
ge ne raliser la double extension symplectique de (B, |$) au cas ou V est une
alge bre syme trique a gauche de dimension quelconque est de demander que
l'on ait pour tous x, y dans V,
#(xy)&#(x) #( y) } |$ # B2L(B, K). (13)
En effet, dans le cas classique dimK V=1 et V est une alge bre syme trique
a gauche a produit nul donc (13) se re duit a #(x)#( y) } |$ # B2L(B, K) qui
n'est autre que la condition (10) ci-dessus. D'autre part si I est un ide al
central de dimension 1 de l'alge bre symplectique (g, |), outre les suites
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exactes (6) et (7), nous avons les suites canoniques exactes d'alge bres
syme triques a gauche suivantes:
[0]/I/g  gI  0
[0]  I =I/gI  gI=  0.
Dans la ge ne ralisation de double extension symplectique que nous allons
proposer nous cherchons a conserver un maximum des proprie te s des
suites pre ce dentes.
Soit xy=Lx( y)=Ry(x) un produit syme trique a gauche sur l'espace V.
L'espace dual V* est un V-bimodule pour les actions suivantes
: } x :=: b Rx ; x } :=ad*(x) } : (14)
ou : # V* et x # V.
Conside rons l'alge bre syme trique a gauche A produit semi-direct de V
par le V-bimodule V* qui est dans A un ide al de carre nul (voir [N]).
L'alge bre de Lie A& est produit semi-direct de V& par V* au moyen de
la repre sentation contragre diente de la repre sentation d'alge bre de Lie
V  End(V), x [ Lx . La forme |1(:, x), (;, y)) :=:( y)&;(x) fait de A&
une alge bre de Lie symplectique ([M-R]). Nous souhaitons aussi que cette
construction soit un cas particulier de double extension symplectique
ge ne ralise e.
2.2. Soit (B, |$) une alge bre de Lie symplectique, V une alge bre
syme trique a gauche et 1: V&  Der(B) une repre sentation de V& par des
de rivations de l'alge bre de Lie B. Notons # la repre sentation de duite de 1
suivant (11) et supposons (13) ve rifie e. Alors il existe f: V_V  B
biline aire telle que l'on a pour tous x et y dans V:
(#(xy)&#(x)#( y)) } |$=|$( f (x, y), [ } , } ]). (15)
Pour x dans V, de finissons 1(x)* par
|$(1(x) } b1 , b2)=|$(b1 , 1(x)* } b2)
ou b1 et b2 sont dans B.
Faisons l'hypothe se que l'application f soit syme trique et ve rifie la condi-
tion suivante pour tous x, y, z dans V:
f ([x, y], z)&f (x, yz)+f ( y, xz)+1(x)* } f ( y, z)&1( y)* } f (x, z)=0. (16)
Finalement regardons V* comme V-bimodule au moyen de (14) et don-
nons-nous un 2-cocycle dans Z2S } G } (V, V*) (voir [N]) tel que
 (,(x, y), z)=0 et (,(x, y), z)= &(,(z, y), x) pour x, y, z dans B. (17)
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Conside rons l'espace vectoriel A=B_V*_V muni de la forme symplec-
tique | somme de la forme |$ et de la forme canonique |1 sur V*_V.
Pour x et y dans V, m et n dans B et :, + dans V* posons,
[x, y] :=.^(x, y)+[x, y]6
[x, m] :=& tf (x, } ) } m+1(x) } m
[x, :] :=Lx* } :
(18)
[m, n] :=;1 (m, n)+[m, n]B
[:, +] :=0
[m, :] :=0
ou ;1 est de finie par (;1 (m, n), x)= &|$(1(x) } m, n)&|$(m, 1(x) } n), .^
est l'antisyme trise e de . et tf (x, } ) } m: =|$(m, } ) b f (x, } ). Ce produit
biline aire antisyme trique sur A e tant de fini, on prouve alors directement le
re sultat suivant:
2.3. The ore me. Soit (B, |$) une alge bre de Lie symplectique, V une
alge bre syme trique a gauche 1: V&  Der(B) une repre sentation d 'alge bre
de Lie et . # Z2S } G } (V, V*). S 'il existe f: V_V  B biline aire syme trique
telle que (15) et (16) soient ve rifie es et . satisfait (17), alors l 'espace
A=V*_B_V muni de la forme |1+|$ et du produit (18) est une alge bre
de Lie symplectique.
Nous poserons:
2.4. De finition. L'alge bre symplectique (A, |) obtenue dans 2.3 est
appele e l'alge bre double extension symplectique ge ne ralise e de l'alge bre
symplectique (B, |$) suivant 1, f et ..
2.5. Le produit syme trique a gauche sur (A, |) donne par (1) est
de crit par l'identite ab&ba=[a, b] pour a et b dans A et les formules
suivantes ou x, y sont dans V, : et ; appartiennent a V* et m et n sont
dans B:




x: :=ad*(x) } : (19)
xm :=&1(x)* } m
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ou  est de finie par ((m, n), x)=&|$(1(x) } m, n) et x }
V
y et m }
B
n
de signent respectivement les produits syme triques a gauche des alge bres V
et B.
2.6. Remarques.
2.6.1. Noter que la double extension symplectique ge ne ralise e peut
e^tre conside re e comme une ope ration sur une cate gorie d'alge bres syme tri-
ques a gauche a savoir celles dont le produit provient d'une forme symplec-
tique suivant (1)
2.6.2. Remarquer que quels que soient x dans V et m et n dans B on a:
1(x)* } (mn)=&(1(x) } m)n+m(1(x)* } n).
Si 1(x) est antisyme trique pour |$, on obtient alors
1(x)(mn)=(1(x)m)n+m(1(x)n),
c'est-a -dire que 1(x) est une de rivation de l'alge bre syme trique a gauche B.
2.6.3. De (18) et (19) il re sulte que I :=V* et I ==V*_B sont des
ide aux bilate res de A et que I est a produit syme trique a gauche nul et
totalement isotrope. De plus les suites canoniques suivantes sont des suites
exactes d'alge bres syme triques a gauche:
[0] /I/I=  I =I [ B  [0]
[0] /I=/A  AI ==: V  [0]
(20)
[0] /I/A  AI  [0]
[0] /I=I/AI  AI =  [0].
Dans la premie re suite l'alge bre syme trique a gauche I= apparai^t comme
une extension de l'alge bre syme trique a gauche B par I ou I est conside re
comme B bimodule trivial, le 2-cocycle d'alge bre syme trique a gauche
: B_B  V*=I de finissant I= e tant donne par
((mn, ), x) := &|$(1(x)m, n) (21)
En tant qu'alge bre de Lie I = est une extension centrale de B par V* sui-
vant le 2-cocycle ;1 . Soulignons que la dernie re suite est scinde e en tant
que suite exacte d'alge bres de Lie.
Le re sultat qui suit prouve que les suites (20) caracte risent la double
extension symplectique ge ne ralise e.
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2.7. The ore me. Soit (A, |) une alge bre de Lie symplectique et I un ide al
totalement isotrope de A. Si I= est un ide al de A et si la suite canonique
d 'alge bres de Lie
[0]/B: =I=I  AI  AI==: V  [0]
est scinde e, alors A est une double extension symplectique ge ne ralise e de
l 'alge bre symplectique re duite B par l 'alge bre syme trique a gauche V.
De monstration. Les e le ments ci-dessus e tant mis en place, la preuve de
l'assertion est maintenant directe. D'abord on constate que les suites
canoniques (20) sont des suites d'alge bres syme triques a gauche. Ces suites
de terminent la forme |$, l'alge bre syme trique a gauche V, la repre sentation
1: V &  Der(B), le 2-cocycle . # Z2S } G } (V, V*) et f: V_V  B qui est
syme trique. Ces e le ments de crivent a leur tour le crochet de A par les for-
mules (18).
Voici une conse quence de (21).
2.8. Proposition. Soit (B, |$) une alge bre de Lie symplectique et V un
K-espace vectoriel. Si V* est conside re comme un B bimodule trivial alors,
la formule (21) de finit un isomorphisme entre les groupes H 2S } G } (B, V*) et
Hom(V, H1L(B, B)) ou H
1
L(B, B) de signe le groupe de cohomologie d 'ordre 1
de B a coefficients dans B pour la repre sentation adjointe.
De monstration. La formule (21) met en bijection l'espace
Hom(V, Hom(B, B)) et l'espace vectoriel des applications biline aires de
B_B dans V*. D'autre part on constate directement que  # Z2S } G } (B, V*)
(resp.  # B2S } G } (B, V*)) si et seulement si 1(x) est une de rivation (resp.
une de rivation inte rieure de l'alge bre de Lie B pour tout x dans V.
Soulignons que 2.8 constitue une ge ne ralisation de l'isomorphisme
H2S } G } (B, K*) [ H
1
L(B, B) mis en e vidence dans [M-R].
2.9. Proposition. Soit (B, |$) une alge bre symplectique et V une
alge bre syme trique a gauche. Si B contient une sous-alge bre lagrangienne L$
toute alge bre A double extension symplectique de B par V contient une
sous-alge bre lagrangienne L qui est une extension centrale de L$ Si L$ est
comple te il en est de me^me de L.
De monstration. Conside rons le sous-espace L=V*L$ de l'espace
symplectique A=V*BV. Visiblement L est lagrangien dans (A, |).
De plus de (18) il suit que L est une sous-alge bre de l'alge bre de Lie A et
que l'alge bre de Lie L est une extension centrale de L$ par V*. En outre
les formules (19) permettent d'affirmer que V* est inclus dans l'ide al noyau
N(L)=[x # L; xa=ax \x # L] de l'alge bre syme trique a gauche L (voir
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[M2]). Par conse quent si L$ est une alge bre syme trique a gauche
nilpotente (i.e., a multiplications a droites nilpotentes) il en sera de me^me
de l'alge bre syme trique a gauche L. K
Nous avons en particulier, le re sultat suivant:
2.10. The ore me. Tout groupe de Lie simplement connexe G obtenu par
une suite de doubles extensions symplectiques a partir du groupe re duit a un
e le ment est muni d 'une feuilletage lagrangien invariant a gauche dont la
feuille passant par l 'e le ment neutre est un sous-groupe ferme qui est complet
pour la structure affine de duite de celle de (G, 0).
De monstration. L'alge bre symplectique V*V double extension sym-
plectique de B=[0] par l'alge bre syme trique a gauche V contient V*
comme ide al lagrangien. Par conse quent, l'alge bre de Lie g de G contient
une sous-alge bre lagrangienne L qui est une sous-alge bre syme trique a
gauche nilpotente de g. Soit H le sous-groupe de Lie connexe de G
d'alge bre de Lie L. Puisque G est simplement connexe, l'action canonique
LH de H sur G est hamiltonienne. Mais alors le feuilletage sur G de fini par
l'action LH est a feuilles ferme es d'apre s le the ore me 1.1 de [B.M.O]. K
3. Cas particuliers de double extension symplectique. Exemples
Voici quelques cas assez ge ne raux et importants de double extension
symplectique. D'abord citons le cas particulier fondamental suivant
([M-R]):
3.1. The ore me. L'alge bre de Lie d 'un groupe de Lie symplectique nilpo-
tent est obtenue par une suite finie de doubles extensions symplectiques
(classiques) par K a partir de l 'alge bre re duite a ze ro.
En fait on connai^t les conditions pour que l'alge bre construite dans le
the ore me ait des constantes de structure rationnelles ([M-R]). Ceci permet
de construire en principe toutes les nilvarie te s symplectiques. Le re sultat
qui suit est un corollaire imme diat du the ore me 2.3.
3.2. Proposition. Soit B l 'alge bre symplectique re duite a ze ro, V une
alge bre syme trique a gauche et . # Z2S } G } (V, V*) le cocyle nul. Alors 1 et f
sont nulles et l 'alge bre double extension symplectique ge ne ralise e de B par V
au moyen de 1, f et . est l 'alge bre produit semi-direct de V& par V* suivant
la repre sentation contragre diente de x [ Lx , x # V.
Soit G un groupe de Lie affine connexe, G son groupe reve^tement univer-
sel. La proposition signifie que la structure affine de G (ou G ) permet de
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de finir une structure de groupe de Lie symplectique sur la varie te
cotangente T*G .
3.3. Exemple. Donnons un exemple de double extension symplectique
avec . non cohomologue a ze ro. Soit A l'alge bre de Lie (sur K) de dimen-
sion 4 de finie par
[e2 , e3] :=e4 ; [e1 , e2] :=e2+e3 ; [e1 , e3] :=e3; [e1 , e4] :=2e4 ,
les autres crochets e tant nuls ou de duits de ceux-ci par antisyme trisation.
La 2-forme sur A,
| :=2e1* 7 e4*+e2* 7e3*=&$e4*
ou [ei*] est la base duale de [ei], fait de A une alge bre symplectique. On
a H 2L(A, K)=0. Le sous-espace I=Vect[e3 , e4] est un ide al abe lien
isotrope de (A, |). En fait I est lagrangien, c'est-a -dire I==I. Trois parmi
les suites exactes (20) de ge ne rent, il ne reste que la suite canonique,
[0]  I  A  AI=V  [0].
L'alge bre de Lie quotient V=Vect(e1 , e2) est celle donne e par
[e1 , e2]=e2 . L'alge bre syme trique a gauche V a pour produit
e1 } e2=&e2; e2 } e1=&2e2
e1 } e1=&2e1 ; e2 } e2=0.
L'action \(x)=Lx* de V& sur I=V* est donne e par,
\(e1) } e4=2e4 ; \(e1) } e3=e3
\(e2) } e3=e4; \(e2) } e4=0
tandis que .^ # L2L(V
&, V*) est de fini par le seul e le ment non nul
.^(e1 , e2)=e3 . De plus .^ n'est pas un cobord puisque pour h: V  V*
line aire on a,
$h(e1 , e2)=h([e1 , e2])&\(e1) } h(e2)+\(e2) } h(e1)
=h(e2)&\(e1) } h(e2)+\(e2) } h(e1)
=*e4
ou * est un e le ment de K.
L'e le ment &12 e1 est un e le ment neutre a droite de l'alge bre syme trique a
gauche V. Noter que cette alge bre n'est pas isomorphe a celle de duite de
la forme symplectique $e2* sur V&:
e1 V e1=&e1 ; e2 V e1=&e2; e1* V e2=e2 V e2=0.
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3.4. Exemple. Donnons un exemple de double extension symplectique
par une alge bre syme trique a gauche, simple, de dimension 2.
Soit B l'alge bre de Lie de dimension 4 de finie par,
[e1 , e3] :=e4 ; [e1 , e2]: =e2+e3
[e1 , e3] :=e3 ; [e1 , e4]: =2e4 .
On ve rifie que |$=$e4* fait de B une alge bre de Lie symplectique.
Relativement a la base [ei], l'alge bre des de rivations de l'alge bre de Lie
B est donne e par les matrices suivantes
\
0 0 0 0
+a d 0 0b e f 0c &(a+b) &a d+ f
dont a, b, c, d, e, f sont quelconques dans K, les matrices de la forme,
\
0 0 0 0
+&; : 0 0&;&# : : 0&2= &# ; 2:
repre sentent les de rivations inte rieures. En outre, les matrices du type,
\
0 0 0 0
+0 : 0 00 ; &: 00 0 0 0
constituent une sous-alge bre de Lie non abe lienne de Der(B) et une section
du morphisme canonique d'espaces vectoriels Z2L(B, B)  H
2
L(B, B).
Conside rons l'alge bre syme trique a gauche V=Vect[a1 , a2] de finie par
le tableau qui suit,
| a1 | a2
 -  - 
a1 | a1 | a2
 -  - 
a2 | a2 | &a1
 -  - 
| |
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On remarque que V est associative commutative et que a1 est un e le ment
neutre de V.
Soit 1: V&  Der(B) la repre sentation d'alge bre de Lie de finie par,
1(a1)=\
0 0 0 0
+ , 1(a2)=00 : 0 00 0 &: 00 0 0 0
ou : est quelconque fixe . On a 1(x)+1(x)*=0 pour tout x dans V autre-
ment dit, l'action par 1 se fait par des de rivations infinite simalement sym-
plectiques. De (15) il suit que Im f/[B, B]=. Si f ve rifie (16) on en de duit
que f est entie rement de termine e par un couple (*, +) # K2 tel que
&f (a1 , a1)=*e4=f (a2 , a2)
f (a1 , a2)=+e4=f (a2 , a1).
En particulier f est syme trique.
Cherchons . # Z2S } G } (V, V*). Nous avons (.(a, b), c) =(.^(a, c), b)
et .([a, b], c) + .(b, ac) & .(a, bc) & ad*(a) } .(b, c)+ad*(b) } .(a, c)+
tRc.^(a, b)=0. Par conse quent . est de termine par un couple (&, `) # K2 tel
que .(a1 , a1)=&a2* ; .(a2 , a1)=&&a1*; .(a2 , a2)=`a1* et .(a1 , a2)=
&`a2* .
Les e le ments 1, f, . de finissent alors une double extension symplectique
de B par V.
3.5. Double extension symplectique de l 'alge bre Abe lienne (K2n, |$)
par une droite
Soit |$ la forme symplectique usuelle sur l'espace vectoriel K2n. Regar-
dons (K2n, |$) comme une alge bre de Lie symplectique abe lienne. Soit
K=Kd=V une droite munie d'un produit syme trique a gauche donne par
d } d=*d ou * # K. Notons K* cette alge bre. Se donner une repre sentation
de l'alge bre V& par des de rivations de B=K2n signifie se donner un
endomorphisme $=1(d ) de l'espace K2n. La condition (13) s'e crit:
(#(d ) #(d )&#(*d)) |$=0
ou ce qui revient au me^me,
|$($2 } , } )+(2|$($ } , $ } )+|$( } , $2 } )+|$(*$ } , } )+|$( } , *$ } )=0
autrement dit, * ve rifie la condition
($+$*) $+$*($+$*)= &*($+$*)
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Ainsi, (13) signifie que $ # End(K2n) ve rifie,
($+$*) \$+*2 idB+ # sp(B, |$) (22)
ou sp(B, |$) de signe l'espace des endomorphismes infinite simalement sym-
plectiques de l'espace (B, |$). En outre (16) s'e crit,
f ([d, d], d )&f (d, *d)+f (d, *d )+1(d)* } f (d, d )&1(d )* } f (d, d )=0
qui est une condition toujours ve rifie e.
Finalement que . # Z2S } G } (V, V*) satisfait (.(x, y), z)=0 se re sume a
.(d, d)=0, c'est-a -dire .=0. Posons V*=Kd*, nous avons alors:
;1 (m, n)=&[|$($m, n)+|$(m, $n)]d* et f (d, } ): V  K2n, d [ z
et par suite &tf (d, } ): (K2n)*[K2n  V, est donne e par |(m, } ) [
&|(m, z).
Par conse quent les formules (18) se re duisent a
[d, m]=|$(z, m)d*+$(m)
[m, n]= &[|$($m, n)+|$(m, $n)] d* (23)
[d, d*]= &*d*
ou * # K est quelconque fixe . Nous avons ainsi prouve :
3.6. Proposition. Les formules (23) ou z # K2n et $ # End(Kn) ve rifie
(22), de crivent les alge bres de Lie qui sont des doubles extensions symplecti-
ques de l 'alge bre symplectique abe lienne (K2n, |$) par l 'alge bre syme trique a
gauche K* .
Remarquer que si $ # sp(K2n, |$), l'alge bre de Lie extension centrale
Kd*_;1 K
2n est a crochet nul et donc la double extension symplectique
A=(Kd*_Kn)_Kd est un produit semi-direct. En fait on a:
3.7. Proposition. Toute alge bre de Lie symplectique (A, |) contenant
un ide al commutatif de codimension 1 est obtenue par double extension
symplectique de l 'alge bre symplectique abe lienne (K2n, |$) par une droite
K suivant un e le ment ($, z) de sp(K2n, |$)_K2n.
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De monstration. Soit (K2n+1_Kd, |) une alge bre de Lie symplectique
contenant K2n+1 comme ide al de Lie abe lien. Si l'on pose (K2n+1)==Ke
alors [d, e]=*e+y avec * # K et y # d =. Conside rons x # K2n+1. L'identite
|([d, e], x)+|([e, x], d )+|([x, d], e)=0
implique |([d, e], x)=0 pour tout x et donc [d, e] # Ke. Ainsi Ke est un
ide al (isotrope) de A et l'alge bre symplectique re duite (Ke)=Ke est
isomorphe a (K2n, |$). Par ailleurs nous avons K2n+1=Ke (d = & e=).
Pour x et y dans d = & e= nous pouvons e crire:
[d, x]=+xe+$(x); [d, y]=+ye+$( y) avec +x , +y dans K, $ e tant l'ap-
plication de duite de d: K2n+1  K2n+1 par passage au quotient par Ke.
Mais comme on a,
|([d, x], y)+|(x, [d, y])=|(d, [x, y])=O
nous pouvons affirmer que $ # sp(K2n, |$). K
D'autre part, pour m, n dans B: =K2n la formule,
[m, n]= &[|$($m, n)+|$(m, $n)] d*
= &|$(($+$*) m, n) d*
fait de Kd*_B une alge bre de Lie extension centrale de l'alge bre de Lie
commutative B par Kd*. Si on suppose que $+$* est inversible et on pose
|0( } , } )= &|$(($+$*) } , } ), l'identite
[m, n]=|0(m, n) d*
l'alge bre Kd*_B n'est autre que l'alge bre de Heisenberg. Dans ce cas la
double extension symplectique de (K2n, |$) par K* contient donc l'alge bre
de Heisenberg comme ide al de codimension 1 On a en fait:
3.8. Proposition. Toute alge bre de Lie symplectique contenant l 'alge bre
de Heisenberg comme ide al de codimension 1 est obtenue par double exten-
sion symplectique de l 'alge bre abe lienne (K2n, |$) par une alge bre syme trique
a gauche K* suivant un e le ment ($, z) # End(K2n)_Kn ou $+$* est inver-
sible et ($+(*2) id) # sp(K2n, |0).
De monstration. Soit (A, |) une alge bre de Lie symplectique et I= un
ide al de codimension 1 de A isomorphe a l'alge bre de Heisenberg. Con-
side rons e non nul et central dans I=. Pour x, y, z dans I= l'identite
 |([x, y], z)=0 entrai^ne I==e= et par suite l'alge bre symplectique
re duite I=Ke est l'alge bre abe lienne (K2n, |$). Soit d # A ve rifiant
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|(e, d)=1. Identifions d = & e= a l'alge bre symplectique re duite. En notant
d(x)=$(x)++xe ou $ # End(B), + # K et [x, y]=|0(x, y) e, la relation
|(d, [x, y])=|([d, x], y)+|(x, [d, y])
s'e crit
&|0(x, y) e=|$($x, y)+|$(x, $y)
et par conse quent $+$*, ou $* est le syme trique de $ pour |, est inver-
sible.
De plus, puisque d agit comme une de rivation D de l'alge bre I= on a:
D[x, y]=[Dx, y]+[x, Dy]
ou ce qui revient au me^me
&*|0(x, y)=|0($x, y)+|0(x, $y)
relation qui veut dire que ($+(*2) idB) # sp(K2n, |0) ou * de finit l'alge bre
syme trique a gauche K* .
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